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Résumé : 
L’objectif de ce travail est de développer un modèle de prévision de durée de vie basé sur la mécanique de 
l’endommagement, capable d’unifier les modèles pour la fatigue à faible nombre de cycles et pour la fatigue 
à grand nombre de cycles. Le concept d’inclusion noyée dans un milieu infini est utilisé pour décrire la 
micro-plasticité due à un chargement inférieur à la limite d’élasticité et donc mécaniquement non-
observable. Un résumé des lois de localisation (ou de changement d’échelle) utilisées dans la littérature 
pour la modélisation de l’endommagement est proposé. Nous calculons numériquement les réponses du 
modèle suivant la loi de localisation choisie.  
Abstract : 
The aim of this work is to develop a lifetime prediction model based on continuum damage mechanics that 
can unify the Low Cycle Fatigue (LCF) and High Cycle Fatigue (HCF) domains. The concept of an inclusion 
embedded in a matrix is used to describe the fact that plasticity is no more observable when the load is 
below the yield stress. A review of the localization rules used in the literature for damage modeling is done. 
A numerical implementation illustrates the responses of the different chosen localization rule.  
Mots clefs : Fatigue,  LCF,  HCF, Changement d’échelle  
1 Introduction  
Les moteurs spatiaux sont soumis à des vibrations qui peuvent conduire à l’amorçage d’une fissure à grand 
nombre de cycles (HCF pour High Cycle Fatigue). Lors de la phase d’allumage du moteur, les composants 
sont soumis à des cycles de grande amplitude, représentatifs de la fatigue à faible nombre de cycles (LCF 
pour Low Cycle Fatigue). Une bonne prévision de la durée de vie de ces composants doit prendre en compte 
ces deux cas de chargement. Un modèle d’endommagement de type Lemaitre [1] donne de bonnes réponses 
pour la fatigue LCF, lorsque la plasticité et l’endommagement sont observés à l’échelle de la structure 
(échelle macroscopique). Lorsque la structure est sollicitée en dessous de sa limite d’élasticité, comme c’est 
le cas sous vibrations, le comportement du matériau reste macroscopiquement élastique. Cependant, ce mode 
de fonctionnement peut tout de même mener à l’amorçage de fissures sous l’effet d’une micro-plasticité et 
d’un micro-endommagement. Une approche à deux échelles a été développée au LMT Cachan [2–4], ainsi 
que d’autres laboratoires [5,6] dans le but de répondre au problème de fatigue HCF. L’objectif de ce travail 
est d’étendre la validité du modèle LMT à deux échelles au domaine LCF pour traiter des chargements 
complexes, couplant éventuellement LCF et HCF, représentatifs du fonctionnement des composants de 
moteurs spatiaux. 
2 Modèle à deux échelles initial 
La mécanique de l’endommagement est un puissant outil pour la prévision d’amorçage de fissure dans une 
structure soumise à des chargements multiaxiaux et aléatoires. Elle permet de traiter aussi bien les 
chargements monotones que cycliques. Basé sur le concept de contrainte effective, Lemaitre [1] a développé 
un cadre thermodynamique regroupant les équations d’élasticité, de plasticité et d’endommagement. La 
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résolution incrémentale de ces équations donne accès à l’évolution d’un certain nombre de variables internes 
qui représentent l’état du matériau. Cependant, le modèle introduit une loi d’endommagement gouvernée par 
la plasticité (et affectée par la triaxialité des contraintes). Ainsi, la prévision de durée de vie est possible en 
LCF (σ < σy) mais pas directement en HCF (lorsque la structure reste élastique). Une approche à deux 
échelles a été utilisée pour résoudre ce problème [2–4]. On fait l’hypothèse qu’une micro-plasticité survient à 
une échelle plus petite (celle des défauts de la microstructure). Les sites de micro-plasticité sont rassemblés 
dans une inclusion virtuelle dont la limite d’élasticité est prise égale à la limite de fatigue σ∞f . Un calcul 
élastique (éventuellement élastoplastique) est réalisé à l’échelle de la structure par éléments finis. Le 
chargement du point considéré le plus critique est prélevé pour être appliqué à un VER, volume élémentaire 
représentatif (échelle mésoscopique) et une relation de changement d’échelle, basée sur la solution d’Eshelby 
au problème de l’inclusion est utilisée pour calculer la plasticité et l’endommagement dans l’inclusion. 
L’intégration des équations décrivant le comportement (élasticité et plasticité couplée à l’endommagement) à 
l’échelle microscopique permet d’obtenir une prévision déterministe de durée de vie. 
 
FIG.1 - Courbe de fatigue : Réponses du modèle de Lemaitre (LCF) du modèle à deux échelles (HCF) et du 
modèle unifié proposé (changement d’échelle par Eshelby-Kröner). 
A partir de ces deux modèles, l’objectif est de construire un modèle unifié, capable de prédire la durée de vie 
pour la totalité du domaine de fatigue, depuis la rupture monotone (σ = σu ) jusqu’à la fatigue à grand 
nombre de cycles. La transition du domaine LCF au domaine HCF (chargement au voisinage de la limite 
d’élasticité σy) doit être traitée avec soin. Le changement d’échelle basé sur la relation d’Eshelby-Kröner est 
une approximation élastique du comportement matrix/inclusion et ne prend pas en compte suffisamment 
l’évolution de la plasticité à l’échelle mésoscopique. Un résumé bibliographique des relations de changement 
d’échelle est présenté ci-dessous. Un cadre général est proposé pour unifier les relations issues de la 
littérature pour le problème de l’inclusion sphérique. Deux nouvelles relations ont été proposées dans le but 
de rendre la réponse de l’inclusion plus flexible. 
3 Cadre général pour les relations de localisation 
Dans cette étude, l’approche choisie est basée sur le problème d’une inclusion noyé dans un milieu infini, 
résolu analytiquement par Eshelby [7] dans le cas de l’élasticité. L’idée est de calculer localement le champ 
de contrainte σμ et de déformation εμ dans l’inclusion lorsque la matrice qui l’entoure est soumise, à l’infini, 
à un champ de contrainte σ ou de déformation ε. On fait l’hypothèse que l’inclusion est suffisamment petite 
pour ne pas perturber au loin le champ homogène de la matrice. En introduisant des champs 
d’incompatibilité géométrique en contrainte σF (contrainte de polarisation) et déformation εF (déformation 
libre), on écrit le problème ainsi : 
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σµ = σ − (I − S) : σF                                                        (1.) 
￿µ = ￿+ S : ￿F                                                                (2.) 
I  est le tenseur unité d’ordre 4 et S  est le tenseur d’ordre 4 introduit par Eshelby pour décrire la géométrie de 
l’inclusion (dans le cas d’une sphère, il ne dépend que du coefficient de Poisson ν). La transition d’échelle 
est donc décrite par le comportement entre  σF et  εF.  
3.1 Limites de Voigt et Reuss 
L’hypothèse de l’égalité des déformations ( ) est obtenue avec  S = O. De la même façon, imposer 
l’égalité des contraintes ( ) revient à poser S = I  [8]. 
3.2 L’approche d’Eshelby-Kröner 
Eshelby [7] a donné la solution analytique du problème de l’inclusion élastique noyée dans un milieu infini 
élastique. Kröner [9] a utilisé cette solution en faisant l’hypothèse que le champ de déformation libre 
équilibrant l’incompatibilité géométrique est égal à un champ de déformation plastique (homogène dans 
l’inclusion). Dans le cadre général proposé, cette approche revient à considérer un comportement élastique 
des champs d’incompatibilité géométrique  (E  est le tenseur d’élasticité d’ordre 4) : 
σF = E : ￿F                                                                 (3.) 
Cette relation est cependant inadaptée lorsque la matrice plastifie fortement, comme c’est le cas 
dans le domaine de fatigue à faible nombre de cycles. 
3.3 L’approche de Hill 
Hill [10] propose une meilleure prise en compte de la plasticité de la matrice en remplaçant le module 
élastique par son module tangent (supposé symétrique) défini par :  
σ˙ = L : ￿˙                                                                     (4.) ￿
elasticity at RVE scale: L = E (h =∞)
plasticity at RVE scale: L = E − 4G2h+3Gn ⊗n                                  (5.) 
Avec G le module de cisaillement, h le module plastique et n le tenseur normal à la surface seuil : 
σ˙ : n = hp˙                                                                   (6.)  
La relation de changement d’échelle peut s’écrire maintenant en terme de vitesse : 
σ˙F = L : ￿˙F                                                                 (7.)  
Le calcul du module tangent peut-être problématique car il n’est pas, à priori, isotrope mais dirigé par la 
normal à la surface seuil. C’est pourquoi certains auteurs utilisent, dans une démarche d’homogénéisation, 
une version « isotropisée » (écriture isotrope par hypothèse) de ce module tangent [11,12]. 
3.4 L’approche de Berveiller et Zaoui 
Berveiller et Zaoui [13] ont utilisé l’approche de Hill pour résoudre le problème dans les conditions d’un 
chargement radial monotone. Ils ont intégré directement la relation de changement d’échelle pour obtenir une 
écriture en grandeurs finies : 
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σF = 2G
σeq
￿peq
3G+ σeq￿peq
￿F
                                                           (8.)  
σeq =
￿
3
2
(σD −X) : (σD −X)
                   
￿peq =
￿
2
3
￿p : ￿p
                            (9.)  
Cette démarche est applicable à des chargements monotones. Dans le cas d’un chargement cyclique, la 
réponse de ce modèle présente des discontinuités à la charge (après décharge élastique). 
3.5 L’approche de Gonzàlez et Llorca 
A partir de l’approche de Hill, Gonzàlez and Llorca [11] ont proposé d’utiliser une version isotrope de 
module tangent en projetant la relation de changement d’échelle sur le tenseur normal à la surface de charge. 
Dans le cas d’un chargement radial, ce tenseur normal n reste constant. La relation ainsi obtenue devient 
scalaire : 
σ˙F = 2G
h
3G+ h
￿˙F
                                                       (10.)  
Avec h le module plastique de la matrice, exprimé à partir des paramètres de la loi d’écrouissage 
choisie ou de façon plus générale : 
h =
σ˙ : n
p˙                                                                (11.)  
La formulation de Gonzàlez-Llorca est écrite en terme de vitesse et donne des réponses continues dans le cas 
des chargements cycliques. 
3.6 Approche proposée 
La relation de changement d’échelle obtenue à partir de l’approche de Gonzàlez-Llorca ne fait pas intervenir 
de paramètres autres que ceux des lois de comportement imposés à la matrice et l’inclusion. Pilvin et 
Cailletaud [14], dans un contexte de calcul polycristallin, ont proposé une démarche en deux étapes, 
localisation puis homogénéisation. La relation de localisation qu’ils utilisent introduit de nouvelles variables 
d’états qui dépendent de la déformation plastique locale (grain) et de la déformation plastique de la matrice 
vue comme l’agrégat de grains homogénéisé. La nouvelle relation est paramétrée et identifiée à partir de 
calcul d’inclusion par des analyses éléments finis.  Sans introduire la notion de calcul polycristallin, il est 
proposé ici de paramétrer la formulation telle que proposée par Gonzàlez et Llorca [11] afin de rendre la 
réponse de l’inclusion plus flexible (plus raide ou plus souple) suivant le choix de paramètres 
d’incompatibilité géométrique (Ω, Ω0 and ω): 
                                           (12.)  
Le module plastique h est celui calculé à partir de l’état de plasticité du VER. Une analyse de sensibilité aux 
paramètres (Ω, Ω0 and ω) est illustrée ci-dessous.  
4 Intégration numérique 
Les différentes relations de changement d’échelle ont été intégrées dans le modèle à deux échelles développé 
au LMT-Cachan. Le chargement imposé au VER est une déformation uniaxiale (sous hypothèse de 
contraintes planes). Le comportement du VER est élastoplastique avec un écrouissage cinématique en loi 
21ème Congrès Français de Mécanique                                                                                  Bordeaux, 26 au 30 août 2013 
 
  
 
5 
puissance [15]. Le comportement de l’inclusion est élastoplastique avec écrouissage cinématique linéaire. 
Les limites d’élasticité aux deux échelles sont prises égales à la limite de fatigue du matériau. Le fait que 
l’inclusion plastifie de façon plus importante, en particulier pour les faibles déformations est dû uniquement 
à la différence des comportements plastiques choisis pour les deux échelles. Les relations de localisations 
dites classiques sont d’abord présentées. Le comportement de l’inclusion est observable en traçant la 
contrainte de l’inclusion en fonction de la déformation dans l’inclusion. La différence entre les différentes 
relations de changement d’échelle apparaît en observant le niveau maximal de plastification atteint. 
  
FIG.2 - Comportements meso (=RVE) et micro (=inclusion) en fonction de la relation de changement 
d’échelle choisie 
La réponse de l’inclusion est représentée par la contrainte locale fonction de la déformation imposée à la 
matrice (chargement). 
  
FIG.1 - Réponse des 4 relations de changement d’échelle sous chargement monotone et cyclique imposé au 
VER 
La réponse obtenue sous l’hypothèse de Reuss (égalité des contraintes) se superpose comme prévu au 
comportement du matériau à l’échelle méso. Les réponses des relations d’Eshelby, Kröner et Voigt sous 
chargement cyclique sont très proches. Ces trois approches ne prennent pas en compte de la plasticité à 
l’échelle mésoscopique. L’approche de Hill propose quant à elle une prise en compte de la plasticité au 
travers du module de plasticité. La réponse présentée ci-dessous correspond à la version de Gonzàlez et 
Llorca, pour les chargements radiaux. La sensibilité au coefficient ω est également illustrée ci-dessous : 
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FIG.4 - Réponse des relations de changement d’échelle écrite en terme de vitesse  
(en bleu la sensibilité à ω) 
5 Conclusions et perspectives 
En utilisant le concept de comportement d’incompatibilité géométrique entre une inclusion et la matrice qui 
l’entoure, différentes relations de changement d’échelle ont été exprimées dans un cadre général. La prise en 
compte de la plastification de la matrice est réalisée par l’introduction du module tangent à la place du 
tenseur d’élasticité, comme le propose Hill. Une intégration numérique a été réalisée afin d’étudier la 
réponse du modèle en fonction de la relation de changement d’échelle choisie. Une formulation paramétrée a 
été proposée afin de rendre la réponse du modèle plus flexible. Les réponses du modèle de fatigue à deux 
échelles seront présentées en fonction de la loi de localisation choisie. 
Remerciements: Recherches supportées par le CNES (Centre National d'Etudes Spatiales) et Snecma 
Division des Moteurs Spatiaux SAFRAN Group 
6 Bibliographie 
[1] Lemaitre. A Course on Damage Mechanics. Springer Berlin; 1992. 
[2] Lemaitre J, Doghri I. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 1994. 
[3] Lemaitre J, Sermage JP, Desmorat R. International Journal of Fracture 1999. 
[4] Desmorat R, Kane a., Seyedi M, Sermage JPP. European Journal of Mechanics - A/Solids 2007. 
[5] Flaceliere L, Morel F, Dragon A. International Journal of Fatigue 2007. 
[6] Monchiet V, Charkaluk E, Kondo D. Comptes Rendus Mécanique 2006. 
[7] Eshelby JD. Proceedings of the Royal Society of London Series A Mathematical and Physical 
Sciences 1957. 
[8] Bornert M, Gilormini P, Bretheau T. Homogénéisation En Mécanique Des Matériaux 1: Matériaux 
Aléatoires Élastiques Et Milieux Périodiques. Hermès Science Publications; 2001. 
[9] Kröner E. Acta Metallurgica 1961. 
[10] Hill R. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 1965. 
[11] Llorca J, Gonzàlez C. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 2000. 
[12] Chaboche J, Kanoute P, Roos a. International Journal of Plasticity 2005. 
[13] Berveiller M, Zaoui A. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 1978. 
[14] Cailletaud G, Pilvin P. Revue européenne des éléments finis 1994. 
[15] Desmorat R. Advanced Materials Modeling for Structures. 2013.  
 
